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Stoff-Verteilung zur Integration
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48056 Integration von Wurzelfunktionen (2) 3

Vorwort

Die Funktion arcsin ist die Umkehrfunktion von sinus und hat die Ableitung arcsin(x)' =

1-Xx

Daher kann man j dx = arcsin(x) + C als weiteres Grundintegral auf die Integration vieler

_
V1- x2
Wourzelfunktionen anwenden. Das geht deutlich Uber das Schulniveau hinaus.

Studenten werden sich freuen ...

Inhalt:
1 Grundwissen Uber die Funktion arcsin(x) 3
2 Integrale, die auf das Grundintegral zuriickgefiihrt werden kénnen 4
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3 Kann man jedes Integral I;dx mit der Stammfunktion
V-x? +bx+c

arcsin berechnen? 8

. o X3 . 12
Ergebnis: dx = arcsin +C mit k:c+zb

1
J.\/—x2+bx+c Vi

4 Ausfuhrliche Flachenberechnungen zu Wurzelfunktionsgraphen 10
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5 Anwendung: Berechnung des Kreisumfangs mittels Integration 13
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Integration von Wurzelfunktionen (2)

1 Grundwissen

Die Funktion f(x) = arcsin(x) ist die Umkehrfunktion von f(x)=sin(x).

Berechnung der Ableitungsfunktion:

Implizite Ableitung:

y =arcsin(x) < x=sin(y)

1
cos(y)

y:

1=cos(y)-y' also

Es gilt:

sin2y+coszy=1 o coszy=1—sin2y

Wegen x =sin(y):

Folgerung:

cos(y)= i,M—sinZ(y)

Das Vorzeichen richtet sich nach Definitionsintervall der Sinusfunktion:

1

Kehrt man y =sin(x) in D= [——n TS

2

1
2

Umkehrfunktion y = arcsin(x) positive Steigungenin ] -1;1].

. 1
Dann gilt: f(x)=arcsin(x) = f'(x)=
: (x)=aresin(x) = 1=
Folgerung: F(x)=arcsin(x) ist eine Stammfunktion von f(x)= L
1-x2
I#dx=arcsin(x)+0
1—x2
/ “y \ / Y \
y=arcsin(x)
2+ , 24
y=sin(x) S I WO
1t 14
[
| [ X | | X
2 -1 1 12 7 2 -1 1 2 7
| /2
-1+ -14
'T[J'IIZ y:_ﬂ:}r'z ..... -
24 24
. J \ 4
Wertetabelle. X sin(x)
0 0
Von links nach rechts gilt:  x — sin(x) 0 3
1r 1
6 2
Von rechts nach links gilt: arcsin(x) < x 1 1
1 1
3" E\/g
%n 1
arcsin(x) X

] um (siehe linke Abbildung), dann erhalt man fiir die
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48056 Integration von Wurzelfunktionen (2) 5

2 Integral-Beispiele fur die Stammfunktion arcsin

dx = 2~[arcsin(x)]8’5 = 2~[arcsin(0 5) —arcsin ] 2. [ J

ml_\

05
1)
£V1—x2

2) _[ L 2dx = Im Nenner 4 ausklammern, damit man die Form 1-u? erhalt:
4 -x

1 1 1
= dx = dx = A
J.1/4(1—1x2) > I2,/1—}1x2 ” J,h—lxz 2

Vereinfachung durch die Substitution: u=

dx

:j L du = arcsin(u)+C
1-u?

Anwendung: e N

Hat die Flache zwischen dem Graphen der Funktion

f(x)= L 5 ,den Koordinatenachsen und der Geraden x = 2 1

4 —x | | X
einen endlichen Inhalt?

rod
—
o
-
]

Man setzt dazu als rechten Rand x =r (0<r<2) an

r ar
1 4 1 i
:j .= du =[arcsin(u)]?" = arcsin(1r)-arcsin(0)
2 ] ’

0 4 —x 0 1— u2 0 ( ) T

Die gesuchte Flache hat dann den Inhalt A = lim A(r) = lim arcsin(%r) = arcsin(1) :%n (FE)
r—. r—2
Man darf diesen Grenzwert durch Einsetzen berechnen, weil die Funktion f stetig ist.
Ergebnis:  Die bis ins Unendliche reichende Flache hat den endlichen Inhalt %n
3) IL Substitution: u=+2-x = du=+2.dx = dx :idu und u? =2x2
2 J2

= izarcsin(u) +C= 1. arcsin(\/i . x) +C

V2

4) .[\/3 oy _.[\/ ( _2)(2) \/7]\/7 Substitution: U=\/%X:>du=\/%dx:>dx=\/%du

arcsm( )+C=

le
"q
’\J
l\)

T arcsm(\/E )+ C
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48056 Integration von Wurzelfunktionen (2) 6

5)  Zuerst diese Uberlegung:

Das Integral ;zdx kann man durch die Substitution u=x+1 in ein arcsin-Integral
1-(x+1)

umformen. Wenn jedoch die Klammer in ausmultiplizierter Form vorliegt, erkennt man dies

4
kaum mehr: j dx, also | ———dx
[1— x2 +2x+1 \/—X2—2x

Das Merkmal: Der Koeffizient von x° ist negativ. Daher kann man auf die Form 1 — u? kommen.

Hier der Losungsweg:

4

4 —
J‘\/—x2—2x / x2—2x+11 \/ X +2x+1) . I\/ x+1)

Vereinfachung mit der Substitution u=x+1 = du=dx

Ergebnis: Iﬁdx =4-Iﬁ

du=4-arcsin(u)+C=4-arcsin(x+1)+C

~

6) I;dx Quadratische Erganzung im Nenner:
3x — X2
2 ay_ [y2 _ (2 ol).l9]_9 3)?
—X“ +3x _—(x —3x) _—(x —3x+)+ ) —Z—(X—E)
2
Erklarung: Man muss erkennen, dass das Ziel von (x2 —3x) das Quadrat (x —%) ist,

denn 3x ist darin das doppelte Produkt. Also entsteht das zu erganzende

2
Quadrat durch Halbieren von 3 und Quadrieren: (%) =% Dieses wird

erganzt. Weil vor der Klammer noch ein Minuszeichen steht, wurde dadurch

jedoch —% erganzt. Zum Ausgleich muss man noch +% anfugen.

1 1
J'—zdx = J'—de Damit im Radikanden die ,Pflicht-1“ entsteht, muss
3x—-x g_(x_g) . 9 i
4 2 man in ihm 1 ausklammern:
S SO N Y
9| q_4(x_3)? 57 _a(y_3y?
71-8(x-3) -5(x-3)
2
Substitution: uzzg(x—%) durch u=%(x—%) = du=%dx = dx:%du

1 1 3 1 3 . B o
v = ~~j—-§du—j 2du—arcsm(u)+C—arCS|n(§x—'l)+C

N /
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Ziel
K?) dx = k- j 1 )

j;dx:j L dx:_[ ! =
Jox2 —2x +1 J1-x2 —2x \/1_(x2+2x) 1-u2

Um dieses Ziel zu erreichen, muss man im Radikanden eine quadratische Erganzung

durchfiihren: Damit aus x> — 2x ein Quadrat wird, namlich (x-1)°, muss man die Quadratzahl 1
erganzen:
1=(x® + 2x) = 1= (x® + 2x#1-1) = 1= (x + 1) + 1 =2 (x+ 1)

Damit entsteht folgendes:
1 1 1 1

1 - dx = dx = —=|——=
I\/—x2—2x+1 J-\/Z—(X+1)2 J\/z[’]—;(xﬂ)z] ﬁj. 1—%()(*1)2

Man musste 2 ausklammern um die ,Pflicht-1“ zu erreichen.

dx

Jetzt substituiert man so, dass %(x + 1)2 = u? wird, also:
u =i(x+1) = du =i~dx = dx=+2-du

V2 V2

1 du:arcsin(u)+C:arcsin(X—+1j+C

1 1
SRR N s 7 )
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